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Convexité holomorphe du revêtement de Mal£ev
d'après Sandrine Leroy
Benoît Claudon
Résumé
Dans ette note, nous présentons l'approhe de [Ler99℄ onernant le
as nilpotent de la onjeture de Shafarevih. Le as projetif est traité
dans [Kat97℄ mais la démonstration de S. Leroy proède de manière in-
dépendante et s'applique aussi bien au as kählérien. Elle est entièrement
fondée sur l'existene des variétés d'Albanese supérieures (onstruites par
R. Hain).
Introdution
La onjeture de Shafarevih [Sha74℄ prédit que le revêtement universel X˜
d'une variété projetive X est holomorphiquement onvexe (i.e. admet une ap-
pliation holomorphe propre sur un espae de Stein). Dans toute sa généralité,
ette onjeture est atuellement hors de portée mais, en imposant ertaines
onditions algébriques sur le groupe fondamental de X , il devient possible d'ob-
tenir la onvexité holomorphe de X˜ . Ainsi, si le groupe fondamental est presque-
abélien
1
, on montre aisément que X˜ admet une appliation propre sur Cn (re-
vêtement universel de Alb(X ′) ave X ′ −→ X revêtement étale ni de X) et X˜
vérie don la onjeture de Shafarevih.
Dans la atégorie des groupes de type ni, les groupes nilpotents suèdent
immédiatement aux groupes abéliens en e qui onerne la omplexité algé-
brique. Nous montrons ii que la onjeture de Shafarevih est enore vériée
pour ette atégorie de groupes (fondamentaux). Plus préisément, si
pi1(X) −→ pi1(X)nilp
désigne la omplétion nilpotente (modulo torsion) de pi1(X) (voir la setion 1
pour les notions utilisées), on notera Xnilp le revêtement dont le groupe de
Galois est pi1(X)nilp ; X
nilp
est aussi appelé revêtement de Mal£ev.
Théorème 0.1 ([Kat97℄,[Ler99℄)
Le revêtement de Mal£ev d'une variété kählérienne ompate X est holomorphi-
quement onvexe.
Corollaire 0.1
Si pi1(X) est presque-nilpotent, X˜ est holomorphiquement onvexe.
1
un groupe est dit presque-abélien (resp. presque-nilpotent) si il admet un sous-groupe
d'indie ni abélien (resp. nilpotent).
1
Avant d'esquisser les grandes lignes de la démonstration de [Ler99℄, rappe-
lons la façon dont proède [Kat97℄ dans la situation d'un groupe pi1(X) nilpotent
sans torsion. Un tel groupe admettant des quotients abéliens libres non triviaux,
l'appliation d'Albanese de X a une image de dimension stritement positive ;
notons α : X −→ S la fatorisation de Stein de ette appliation. Remarquons
tout de suite que si S est lisse, la démonstration du théorème 0.1 est élémen-
taire et est reproduite au paragraphe 3.1. Toute la diulté réside don dans
les éventuelles singularités de S, et obstale étant surmonté grâe à l'utilisa-
tion de Strutures de Hodge Mixtes
2
(voir le paragraphe 2.1 pour les notions
onsidérées).
Les bres de α sont les sous-variétés Z de X vériant :
Im (H1(Z,Q) −→ H1(X,Q)) = 0. (1)
L'existene de shm sur les algèbres de Lie LC(pi1(X)) et LC(pi1(Z)) (théorème
2.1) et leur aratère fontoriel, ombinés ave le aratère strit des morphismes
de shm (voir [Del71℄), permet de passer de l'homologie à l'homotopie :
Im (H1(Z,Q) −→ H1(X,Q)) = 0⇐⇒ Im (pi1(Z) −→ pi1(X)) est ni. (2)
L'appliation α induit alors une appliation
α˜ : X˜ −→ S˜
entre les revêtement universels qui est propre en vertu de (2). D'autre part,
S étant nie sur un tore, son revêtement universel S˜ est Stein et X˜ est bien
holomorphiquement onvexe. Remarquons enn que l'hypothèse projetive est
essentielle dans la démonstration de [Kat97℄, la démonstration de (2) se faisant
par rédution aux as des ourbes (grâe au théorème de Lefshetz).
La démonstration présentée ii s'appuie de manière essentielle sur l'existene
des variétés d'Albanese supérieures. Ces variétés, onstruites par R. Hain (voir
[Hai87b℄), jouent le même rle vis-à-vis des quotients nilpotents (sans torsion)
de pi1(X) que la variété d'Albanese usuelle Alb(X) pour l'abélianisé du groupe
fondamental (qui n'est autre que le premier quotient de la tour nilpotente).
Ainsi, si (Albs(X))s≥1 désigne la suite des variétés d'Albanese supérieures, le
groupe fondamental
pi1(Albs(X))
est en partiulier anoniquement isomorphe au sième quotient sans torsion de
pi1(X). Remarquons tout de suite que es variétés sont essentiellement des quo-
tients de groupes de Lie (simplement onnexes) omplexes nilpotents et qu'elles
ne sont en général pas ompates, ni même kählériennes. Ces variétés s'orga-
nisent en une tour de brations prinipales :
· · · −→ Albs+1(X) −→ Albs(X) −→ · · · −→ Alb1(X) = Alb(X)
de bres des quotients de groupes de Lie omplexes abéliens. Rappelons de plus
que la variété X est elle-même munie de morphismes
αs : X −→ Albs(X)
2
shm dans toute la suite.
2
qui induisent les isomorphismes évoqués i-dessus.
La démonstration onsiste alors à remarquer que la suite des images
(αs(X) ⊂ Albs(X))s≥1
stationne pour s assez grand (e qui n'est bien entendu pas néessairement le
as de la tour nilpotente). Le revêtement de Mal£ev Xnilp est alors essentielle-
ment obtenu en tirant en arrière par l'appliation αs le revêtement universel de
Albs(X) (pour s assez grand). Le aratère Stein de e dernier permet alors de
onlure quant à la onvexité holomorphe de Xnilp.
Dans un premier temps, nous donnerons quelques éléments de rappels sur la
suite entrale d'un groupe de type ni ainsi que sur la omplétion de Mal£ev d'un
groupe (de type ni) nilpotent sans torsion. L'existene d'une shm sur la om-
plétion de Mal£ev de pi1(X) (pour X variété kählérienne ompate) permet alors
d'expliiter la onstrution des variétés d'Albanese supérieures et d'en obtenir
les propriétés essentielles. Dans la dernière partie, nous montrerons omment
rendre eetives les grandes lignes dérites i-dessus.
Remarque 0.1
Après avoir étudié le as nilpotent de la onjeture de Shafarevih, il semblerait
naturel de s'intéresser à la situation d'un groupe fondamental résoluble. Or,
il se trouve que la atégorie des groupes kählériens possèdent des propriétés
très partiulières ; en partiulier, T. Delzant montre dans [Del07℄ qu'un groupe
kählérien résoluble est automatiquement presque-nilpotent. Le as résoluble de
la onjeture de Shafarevih est don ompris dans le orollaire 0.1.
Remarque 0.2
Conernant la onjeture de Shafarevih, les résultats les plus signiatifs à
l'heure atuelle onernent les revêtement linéaires, omme 'est le as dans
[Eys04℄. Les groupes nilpotents (de type ni) étant eux-mêmes linéaires (voir
[Seg83, hap. 5℄), les résultats de [Eys04℄ impliquent don le théorème 0.1. Il nous
a ependant semblé intéressant d'exposer la démonstration i-dessous pour son
aratère original.
1 Rappels et préliminaires
1.1 Suite entrale desendante
Soit G un groupe de type ni. On assoie à G sa suite entrale deendante
dénie par :
G1 = G et ∀ i ≥ 1, Gi+1 = [Gi, G]
Un tel groupe G est dit nilpotent de lasse au plus s si Gs+1 = {1}. Les quotients
suessifs assoiés à la suite entrale s'organise en une tour
· · ·G/Gi+1 −→ G/Gi −→ · · ·G/G3 −→ G/G2 = Gab −→ 1,
les extensions
1 −→ Gi/Gi+1 −→ G/Gi+1 −→ G/Gi −→ 1
étant entrales par onstrution, ave G/Gi+1 nilpotent de lasse au plus i.
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Proposition 1.1 (lem. 1.2, p. 470 [Pas77℄)
On note
Tor (G) = {g ∈ G| ∃n ≥ 1, gn = 1}
la torsion de G. Si G est nilpotent, Tor (G) est un sous-groupe aratéristique
de G et le groupe Gst = G/Tor (G) est sans torsion. Si de plus G est de type
ni, Tor (G) est ni.
Cei s'applique en partiulier aux quotients G/Gi ; on note alors
G′i = Ker (G −→ (G/Gi)st) = {g ∈ G| ∃n ≥ 1, g
n ∈ Gi} .
Dénition 1.1
Soit G un groupe de type ni. On note
G∞ =
⋂
i≥1
G′i et Gnilp = G/G∞.
Gnilp s'appelle la omplétion nilpotente modulo torsion ; 'est le plus gros quo-
tient de G obtenu omme limite projetive de groupes nilpotents sans torsion.
1.2 Complétion de Mal£ev
La atégorie des groupes nilpotents de type ni possède des propriétés de
nitude tout à fait remarquables. Ainsi, si G est un groupe de type ni, les
quotients Gi/Gi+1 restent de type ni [Seg83, or. 7, p. 13℄ et, si G est de plus
nilpotent, il est obtenu par une suite nie d'extensions entrales par des groupes
de type ni.
La suite entrale desendante possède une autre propriété intéressante, à
savoir :
∀ i, j ≥ 1, [Gi, Gj ] ⊂ Gi+j . (3)
Si K désigne un orps de aratéristique 0 et si G est nilpotent (de lasse s) de
type ni, on onsidère
LK(G) =
s⊕
i=1
(Gi/Gi+1)⊗K
qui est anoniquement munie d'une struture d'algèbre de Lie (de dimension
nie) sur K : d'après 3, le rohet [x, y] = xyx−1y−1 dans G induit un eet
un rohet de Lie sur LK(G). Celle-i hérite immédiatement des propriétés de
G : 'est une algèbre de Lie nilpotente. La formule de Campbell-Haussdorf se
réduit alors en une identité polynmiale et permet de munir l'espae vetoriel
sous-jaent à LK(G) d'une struture de groupe de Lie dont l'algèbre de Lie est
LK(G) (voir le hapitre 5 de [BK81℄). Le groupe ainsi obtenu est une sorte de
omplétion de G.
Théorème 1.1 (Mal£ev, [Mal49℄)
Soit G un groupe nilpotent de type ni et K un orps de aratéristique 0. Il
existe alors un unique groupe de Lie GˆK nilpotent déni sur K et d'algèbre de
Lie LK(G), ainsi qu'un morphisme
i : G −→ GˆK
tel que :
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1. Ker(i) = Tor(G) et
2. Im(i) est oompate dans GˆR. Si G est sans-torsion, on peut don ano-
niquement réaliser G omme réseau d'un groupe de Lie nilpotent (simple-
ment onnexe).
Le groupe GˆK s'appelle la omplétion de Mal£ev de G. Dans la suite, on va
s'intéresser au as où G est un des quotients nilpotents sans-torsion de pi1(X)
ave X kählérienne ompate.
2 Variétés d'Albanese supérieures
2.1 Strutures de Hodge mixtes
Nous allons brièvement exposer ii la onstrution des variétés d'Albanese
supérieures supérieures (dûe à R. Hain) assoiées à une variété kählérienne om-
pate X . Celle-i repose sur l'existene d'une shm sur la omplétion de Mal£ev
du groupe fondamental de X . An d'alléger le formalisme introduit i-dessus,
nous adopterons les notations suivantes pour X est une variété kählérienne om-
pate et s ≥ 1 un entier :
- Gs(C) = LC
(
pi1(X)/pi1(X)
′
s+1
)
et
- Gs(C) la omplétion de Malev de pi1(X)/pi1(X)′s+1 dénie sur C.
Rappelons tout d'abord la notion de shm .
Dénition 2.1
Une shm de poids k sur un Q-espae vetoriel de dimension nie HQ est la
donnée d'une ltration roissante W • de HQ (dite ltration par le poids) et
d'une ltration déroissante F • de HC = HQ ⊗ C (dite ltration de Hodge)
ompatibles dans le sens suivant : la ltration F • induit sur haque gradué
GrWn (H) = W
n(HQ)/W
n−1(HQ)
une struture de Hodge (rationnelle) pure de poids n+ k.
L'un des intérêts majeurs des shm réside dans le résultat suivant.
Théorème 2.1 (Deligne, [Del71℄)
Les morphismes de shm sont strits pour les ltrations W • et F • : si
φ : (HQ,W, F ) −→ (VQ, U,G)
est un morphisme de shm , on a alors
Im(φ) ∩ U•(VQ) = φ(W
•(HQ))
Im(φ) ∩G•(VC) = φ(F
•(HC))
Les travaux de Hain montrent que l'algèbre de Lie de Mal£ev du groupe fonda-
mental d'une variété kählérienne ompate est naturellement munie d'une shm .
Théorème 2.2 (Hain, [Hai87a℄)
Soit X une variété kählérienne ompate et s ≥ 1. Il existe une shm sur Gs(C)
(fontorielle en X) dont la ltration par le poids W • est donnée par la suite
entrale desendante de l'algèbre de Lie Gs(C). De plus, pour ette struture, le
rohet de Lie est un morphisme de struture de Hodge mixte.
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La desription omplète de ette shm est malheureusement trop élaborée
pour être exposée en quelques lignes ; nous renvoyons à [PS08℄ pour une expo-
sition raisonnable des onstrutions de Hain.
Notons F • la ltration de Hodge obtenue sur Gs(C) et onsidérons l'appli-
ation exponentielle
exp : Gs(C) −→ Gs(C).
Le groupe de Lie Gs(C) étant nilpotent et simplement onnexe, ette appliation
est un diéomorphisme et, par abus de notation, nous noterons
F 0Gs(C) = exp(F
0(Gs(C)))
le sous-groupe fermé assoiée à la sous-algèbre F 0(Gs(C)).
2.2 Constrution des variétés d'Albanese supérieures
Dans [Hai87b℄, R. Hain montre le résultat suivant :
Théorème 2.3 (Hain, [Hai87b℄)
Soit X une variété kählérienne ompate. Il existe alors des variétés lisses
(Albs(X))s≥1 et des morphismes (holomorphes)
αs : X −→ Albs(X) et pis : Albs+1(X) −→ Albs(X)
rendant le diagramme suivant ommutatif :
X
αs+1
xxppp
ppp
pp
ppp
p
αs

α1
))RR
RRR
RRR
RRR
RRR
R
//___ Albs+1(X)
pis // Albs(X) //______ Alb1(X)
Les propriétés suivantes sont également satisfaites :
1. Alb1(X) oinide ave la variété d'Albanese usuelle (ainsi que α1),
2. les morphismes αs induisent des isomorphismes
αs : pi1(X)/pi1(X)
′
s
∼
−→ pi1(Albs(X))
3. et les projetions pis : Albs+1(X) −→ Albs(X) sont des brations prini-
pales de bre un quotient d'un groupe de Lie omplexe onnexe et abélien.
Indiquons brièvement omment dérire es variétés. Le sième quotient
Gs(Z) = pi1(X)/pi1(X)
′
s
se plonge dans sa omplétion de Mal£ev Gs(C) sur laquelle il agit librement et
proprement disontinûment
3
. Le quotient Gs(Z)\Gs(C) onstitue un andidat
naturel pour Albs(X) mais il sut d'examiner la situation pour s = 1 pour se
onvainre qu'il nous faut modier ette dénition naïve. En eet, pour s = 1,
l'abélianisé (sans-torsion) du groupe fondamentale est
G1(Z) = pi1(X)/pi1(X)
′
2 ≃ Z
2g
3
il faut ii bien se garder de roire que le quotient est ompat, e qui est le as si on hoisit
R au lieu de C
6
ave g = q(X) et nous avons
G1(C) = G1(Z)⊗ C ≃ C
2g.
Le quotient naïf G1(Z)\G1(C) ne représente pas la variété d'Albanese usuelle
et nous devons faire un quotient intermédiaire pour éliminer la "partie anti-
holomorphe" de Gs(C). Selon R. Hain, les quotients suivants
Albs(X) = Gs(Z)\Gs(C)/F
0Gs(C)
vérient toutes les propriétés énonées dans le théorème 2.3.
Remarque 2.1
Les brations pis : Albs+1(X) −→ Albs(X) se déduisent aisément des extensions
entrales (d'algèbres de Lie et de groupes de Lie respetivement)
0 −→ pi1(X)s+1/pi1(X)s+2 ⊗ C −→ Gs+1(C) −→ Gs(C) −→ 0
et 1 −→ pi1(X)s+1/pi1(X)s+2 ⊗ C −→ Gs+1(C) −→ Gs(C) −→ 0
Remarque 2.2
Outre l'expliation fournie i-dessus, le fait de quotienter Gs(C) par le sous-
groupe F 0Gs(C) a également pour fontion de rendre le morphisme d'Albanese
αs holomorphe.
Nous aurons également besoin de la propriété suivante des variétés d'Al-
banese supérieures, onséquene direte de la onstrution évoquée i-dessus.
Proposition 2.1
Pour s ≥ 1, le revêtement universel de Albs(X) est analytiquement isomorphe
à un espae Cn ; en partiulier, ˜Albs(X) est Stein.
3 Convexité holomorphe de X
nilp
3.1 Un as partiulier
Nous ommençons par exposer un as partiulier intéressant du théorème
0.1, elui orrespondant à la situation où l'image de X par son appliation
d'Albanese (usuelle) est lisse. En eet, la démonstration du as général est assez
similaire à elle de e as partiulier (à la diérene qu'il nous faudra prendre
en ompte toutes les variétés d'Albanese supérieures). Nous allons nous appuyer
sur le résultat suivant.
Théorème 3.1 ([Cam95℄)
Soit X une variété kählérienne ompate, αX : X −→ Alb(X) son appliation
d'Albanese et désignons par Y un modèle lisse de l'image αX(X). Le morphisme
naturel pi1(X) −→ pi1(Y ) induit un morphisme entre les omplétions nilpotentes
(modulo torsion)
αnilp∗ : pi1(X)nilp −→ pi1(Y )nilp
qui est injetif et dont l'image est d'indie nie dans pi1(Y )nilp.
7
Ce théorème peut également être obtenu en appliquant les résultats de [DGMS75℄ ;
la démonstration de [Cam95℄ proède ependant de façon indépendante et tout
à fait élémentaire.
Démonstration du théorème 0.1 ave αX(X) lisse :
Soit Y = αX(X) ⊂ Alb(X) l'image de X par son appliation d'Albanese. Le
théorème 3.1 nous indique que le morphisme α : X −→ Y induit un morphisme
αnilp∗ : pi1(X)nilp −→ pi1(Y )nilp
injetif et d'image d'indie nie. Considérons alors Y˜ l'image réiproque de Y
dans A˜lb(X) :
Y˜



// A˜lb(X)

Y


// Alb(X) ;
le morphisme pi1(Y ) −→ pi1(Alb(X)) étant surjetif, Y˜ est onnexe. Comme Y˜
est fermée dans A˜lb(X) qui est Stein, Y˜ est également une variété de Stein. Le
revêtement Y˜ −→ Y est un revêtement abélien ; il est partiulier dominé par
Y nilp :
Y nilp −→ Y˜ −→ Y.
La variété Y nilp est don elle aussi Stein, omme revêtement étale d'une variété
Stein [Ste56℄. De plus, l'injetivité du morphisme αnilp∗ montre que l'appliation
α : X −→ Y se relève à Xnilp en un diagramme
Xnilp
α˜ //

Y nilp

X
α // Y.
Le fait que αnilp∗ ait une image d'indie nie dans pi1(Y )nilp montre immédiate-
ment que l'appliation α˜ est propre ;Xnilp est alors holomorphiquement onvexe
(ar admettant une appliation propre sur une variété Stein). 
3.2 Démonstration du théorème 0.1
Comme il en a été fait mention i-dessus, la démonstration du as général
proède de la même manière que elle présentée dans le paragraphe préédent.
En revanhe, il nous faut maintenant prendre en ompte toute la tour des va-
riétés d'Albanese et plus seulement Alb1(X). Le fait ruial est que ette tour
se stabilise à partir d'un ertain rang (ontrairement à e qu'il se passe pour les
quotients suessifs de la suite entrale de pi1(X)).
Notons en eet Ys = αs(X) les images de X par ses morphismes d'Albanese
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supérieurs ; nous obtenons de ette sorte un diagramme
X
αs+1
||zz
zz
zz
zz
αs

α1
&&NN
NN
NN
NN
NN
NN
N
//___ Ys+1
pis // Ys //______ Y1
dans lequel les appliations αs et pis sont surjetives.
Lemme 3.1
Soit X un espae omplexe irrédutible ompat munie d'un diagramme omme
i-dessus ; il existe alors un entier k ≥ 1 à partir duquel les normalisées Yˆs de
Ys sont biholomorphes entre elles.
Tenant pour aquis le lemme préédent, nous pouvons onlure la
Démonstration du théorème 0.1 :
Soit en eet un entier k ≥ 1 donné par le lemme 3.1 et s ≥ k ; on sait don
que les normalisées Yˆs des images Ys sont toutes biholomorphes à une même
variété que nous noterons Yˆ . On peut alors onstruire le diagramme suivant
Zs
fns //

Y ′s


//

˜Albs(X)

Yˆ
ns // Ys


// Albs(X)
dans lequel Zs est le produit bré
Zs = Yˆ ×Ys Y
′
s .
Comme le morphisme αs se relève en
X
αˆs−→ Yˆ −→ Albs(X),
on obtient le diagramme suivant
pi1(X)
αs∗ // //
##H
HH
HH
HH
HH
pi1(Albs(X))
pi1(Yˆ )
88rrrrrrrrrr
dans lequel la èhe αs∗ est surjetive. On en déduit que le morphisme pi1(Yˆ ) −→
pi1(Albs(X)) est surjetif, ou enore que le produit bré Zs est onnexe. Le
revêtement Zs −→ Yˆ est don un revêtement galoisien (onnexe) de groupe de
Galois :
Gal
(
Zs/Yˆ
)
= pi1(Albs(X)) = pi1(X)/pi1(X)
′
s. (4)
Remarquons tout de suite que Zs est Stein : le morphisme n˜s étant déduit du
morphisme de normalisation ns par produit bré, il est don ni et Y
′
s est Stein
ar fermée dans
˜Albs(X) (proposition 2.1). On onlut alors quant au aratère
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Stein de Zs ar tout revêtement ramié ni d'un Stein l'est enore [FG02, prop.
1.1, p. 252℄.
On vient de voir (4) que le groupe pi1(Yˆ ) admet pour quotient pi1(X)/pi1(X)
′
s
pour tout s ≥ k ; on en déduit don qu'il admet également pour quotient :
pi1(Yˆ )։ pi1(X)nilp. (5)
Notons alors Y˜∞ −→ Yˆ le revêtement orrespondant à (5). Comme il domine
tous les revêtements préédents (Y˜∞ −→ Zs −→ Yˆ ), Y˜∞ est enore Stein. Il est
alors évident que le morphisme αˆ : X −→ Yˆ se relève en
Xnilp

α˜ // Y˜∞

X
αˆ // Yˆ
et que Xnilp s'identie au produit bré
X ×
Yˆ
Y˜∞.
On onlut alors la démonstration puisque α˜ est propre et Y˜∞ est Stein. 
Il nous reste maintenant à établir la
Démonstration du lemme 3.1 :
Soit don un diagramme
X
αs+1
||zz
zz
zz
zz
αs

α1
&&NN
NN
NN
NN
NN
NN
N
//___ Ys+1
pis // Ys //______ Y1
(6)
dans lequel tous les morphismes sont surjetifs. Comme la suite (dim(Ys))s≥1
est roissante et majoré par dim(X), on supposera (quitte à renuméroter) que
les espaes Ys ont tous même dimension.
Nous allons montrer (par réurrene sur la dimension de X) que les mor-
phismes pis sont nis à partir d'un ertain rang. Si X est une ourbe, il n'y a
rien à démontrer. Notons alors d = dim(X)− dim(Y1) ≥ 0 et onsidérons
X1 =
{
x ∈ X | dim(α−11 (α1(x))) ≥ d+ 1
}
.
C'est un sous-ensemble analytique fermé propre de X ; il est en partiulier de
dimension stritement inférieure à elle de X . Or, si y ∈ Y1\α1(X1), la ommu-
tativité du diagramme :
Ys



X
αs
>>~~~~~~~~ α1 // Y1
montre que la bre au dessus de y de l'appliation omposée Ys −→ Y1 doit
néessairement être de dimension nulle (ar toute bre de X −→ Ys est de
10
dimension au moins d). On est ramené à restreindre le diagramme (6) à haque
omposante irrédutible de X1 ; par ompaité, il n'y en qu'un nombre ni,
toutes de dimensions stritement inférieures à elle de X et on onlut don
grâe à l'hypothèse de réurrene.
La situation nale est don elle d'un diagramme (6) dans lequel toutes les
appliations
pis : Ys+1 −→ Ys
sont nies et tous les espaes onsidérés normaux (quitte à remplaer X et les
Ys par leurs normalisées). Mais, par ommutativité du diagramme, le degré de
Ys sur Y1 est ertainement majoré par une onstante indépendante (qui n'est
autre que le nombre maximal de omposantes onnexes des bres de X −→ Y1).
Par multipliativité du degré, on en déduit que le degré de Ys+1 sur Ys doit être
égal à 1 à partir d'un ertain rang. D'après le théorème prinipal de Zariski,
ela signie exatement que pis est biholomorphe pour tout s assez grand. 
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